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Desde su invencion, a principios del
siglo x1X, la bicicleta ha ejercido una
constante fascinacion por distintos as-
pectos, tanto practicos como teoricos;
uno de ellos es su desplazamiento, su
trayectoria, que aqui abordamos. Vea-
mos si en un terreno arenoso o lodoso
encontraramos las marcas que dejan
las ruedas delantera y trasera de una
bicicleta (figura 1), ssabriamos en qué
direccion se desplazaba la bicicleta?

@

A primera vista, tales trayectorias
parecen un par de curvas aleatorias;
sin embargo, no es asi. ;Como de-
ducir cuél de éstas corresponde a la
rueda delantera y cual a la trasera
con base inicamente en la forma de
las trayectorias?, ;como dilucidar en
qué direccion iba la bicicleta, si de iz-
quierda a derecha o al revés?

Para lograr este analisis utilizare-
mos un modelo simple para el movi-
miento de la bicicleta, en donde la bici-
cleta se representa por un segmento
TD de longitud fija L, que conecta el

centro de la rueda trasera T con el de
la delantera D (figura 2). La tnica res-
triccion que imponemos al movimien-
to del segmento TD es la condicion de
“no derrapar”, es decir, en cada mo-
mento el segmento TD es tangente a
la trayectoria de la rueda trasera.

©

Retomemos ahora la figura inicial
con el par de trayectorias (figura 3) y
supongamos primero que una de ellas,
digamos la s6lida (no punteada), es la
trasera; para comprobar si es cierto,
trazamos una recta tangente a esta cur-
va en algin punto T; marcando las in-
tersecciones de esta recta tangente con
la otra curva, la punteada; estos pun-
tos, a la izquierda (i) y a la derecha (d)
de T,, constituyen los candidatos para
ser el centro de la rueda delantera.
El segmento que une T; a uno de estos
puntos de interseccion determinaria
lalongitud (L) de la bicicleta. Si repe-

timos este procedimiento en otro pun-
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to de la curva sélida (T,), obtenemos
tamafios distintos de L sin importar en
qué direccion viaja la bicicleta. Como
el tamafio de la bicicleta (L) es fijo, con-
cluimos que la curva sélida no puede
ser la trayectoria de 1a rueda trasera.

©)

En cambio (figura 4), si intentamos
hacer lo mismo pero suponiendo que
la otra curva (la punteada) es la trasera
y que la bicicleta viajaba de izquierda
hacia la derecha, obtenemos que los
segmentos resultantes son de la misma
longitud (L), como debe ser el tama-
fio de una bicicleta.

4

Trayectorias ambiguas

Comunmente, se puede decidir en qué
direccion viajaba una bicicleta; sin em-
bargo, hay casos especiales en donde
no es posible. Un ejemplo trivial es el
de la trayectoria de una bicicleta que
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deja como marca un par de circulos
concéntricos (figura 5), en donde el
circulo interior es claramente la tra-
yectoria de la rueda trasera; el proble-
ma es que no se puede decidir en qué
direccion va la bicicleta, ya que ambos
sentidos, siguiendo las manecillas del
reloj o en contra, son consistentes bajo

la condicion de no derrapar.

®)

Una pregunta natural es entonces:
;existen otros pares de trayectorias am-
biguas pero no circulares? La respues-
ta es positiva, y aqui podemos ver tres
ejemplos de tales trayectorias cerra-
das (figura 6).

(6

Este problema esta relacionado con
otros muy interesantes. Mencionemos
primero una caracterizacion de la tra-
yectoria de la rueda delantera (I') de
un par “ambiguo”: si tomamos un seg-
mento de longitud fija (2L), lo apoya-
mos en I en dos puntos (D; y D), y lo
deslizamos a lo largo de I', mantenien-
do sus extremos sobre I', su punto me-
dio se mueve en la direccion del seg-
mento mismo (figura 7). Esto es porque
el punto medio traza la curva trasera
comun vy a las dos bicicletas que for-
man el segmento D;-D,, y por lo tanto,
segun la condicion de no derrapar, de-
be ser tangente a y en todo momento.
Resulta que esta condicion es también
equivalente a que el area sombreada

entre el segmento y el arco de I' deli-
mitado por él se mantiene constante

al mover el segmento alo largo de T.

™)

El problema de flotacién de Ulam

Consideramos ahora dos problemas re-
lacionados con el problema de las 1la-
madas trayectorias ambiguas. En EI
libro escocés, cuyo nombre se debe al
café en donde se reunia un grupo de
matematicos polacos en Lwow duran-
te la década de los treintas del siglo pa-
sado, hay un problema que trata de la
flotacion de los cuerpos, es el nimero
19y se puede resumir asi: ;cudles son
los cuerpos homogéneos que flotan en
equilibrio en todas las posiciones?

En dimension tres no se conoce nin-
gln ejemplo mas que el caso trivial de
una esfera con densidad relativa me-
nor a 1y el problema sigue abierto; en
dimensién dos (un “tronco flotante”),
el problema es el mismo que el de en-
contrar la trayectoria de la rueda de-
lantera en un par de trayectorias ambi-
guas cerradas: el papel de la densidad
relativa del tronco lo desempefia la lon-
gitud relativa del arco de la trayectoria
delantera, sostenido por el segmento
D;-D, con longitud 2L (figura 8). Esta
relacion permite encontrar muchas so-
luciones no triviales al problema de
flotacion en dimension dos. Sin embar-
g0, hasta la fecha no se conocen todas
estas curvas, a pesar de muchos afios
de investigacion por matematicos co-
mo Aurbach, Zindler, Wegner y noso-
tros mismos en colaboracién con M.
Leviy R. Perline.
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Curvas elasticas

Estudiadas desde hace siglos por ma-
tematicos como Euler y Bernoulli para
modelar las formas que toman ciertas
estructuras las vigas bajo estrés, de las
curvas de longitud fija (con extremos
fijos o curvas cerradas), las elasticas
son curvas que minimizan la curva-

tura cuadrada total. Las soluciones a
la ecuacion diferencial asociada con
este problema variacional se expresan
en términos de las llamadas funciones
elipticas, un tema clasico de analisis
matematico.

Un problema variacional relaciona-
do es el de las curvas elasticas presu-
rizadas que, de las curvas con longitud

y area fijas, son aquellas que minimi-

zan la curvatura cuadrada total. Otra
caracterizacion interesante de estas
curvas, que ya Euler habia notado, es
que la curvatura de las curvas elasti-
cas varia linealmente con la distancia
auna recta fija en el plano; por lo que
la curvatura de las curvas elasticas pre-
surizadas varia cuadraticamente con
la distancia a un punto fijo en el plano.

La relacion con las trayectorias de
bicicleta es la siguiente. Resulta que en
casi todas las trayectorias ambiguas de
bicicletas que conocemos (figura 9),
la trayectoria de la rueda delantera es
una curva elastica presurizada (las ex-
cepciones son las curvas delanteras
que corresponden al problema de flo-
tacion de Ulam con densidad relativa
V2, que al parecer forman una clase de
curvas muy distintas).

©)

La relacion entre los dos temas es
actualmente un area activa de investi-
gacion (el sitio en la red de donde to-
mamos el articulo de F. Wegner aborda
la relacion entre las curvas elasticas y
las trayectorias ambiguas con ejem-
plos y animaciones interesantes).

La tractriz

Hay otras propiedades llamativas de
las trayectorias de bicicletas, algunas
clasicas, otras mas recientes. El ejem-
plo mas basico (no trivial) de trayecto-
rias de bicicleta es cuando la trayec-
toria de la rueda delantera (I') es una
linea recta (figura 10). Notemos que si
labicicleta no esta inicialmente alinea-
da conT y corremos la rueda delante-
ra hacia la izquierda sobre la recta T',

en algin momento la bicicleta se vuel-
ve perpendicular alaT y se forma un
“pico” en lalineay. La trayectoria de la
rueda trasera completa v, la cual re-
sulta infinita hacia la derecha y la iz-
quierda; es una curva clasica llamada
tractriz.

(10)

Ahora, ;cudl es el area debajo de 1la
tractriz? Sabemos la respuesta, (es
nL%?) pero una demostracion sin calcu-
lo se obtiene al dividir el area en trian-
gulos infinitesimales y luego trasladar-
los para volver a formar un semidisco
de radio L.

(1)
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Este mismo argumento se puede usar
para demostrar una propiedad que
comparten todas las trayectorias ce-
rradas de bicicletas: el area que que-
da entre las dos trayectorias es nL2.

12)

La tractriz es una curva con unas
propiedades extraordinarias. Fue es-
tudiada en los siglos xvii-xviii, la “épo-
ca de oro” del cédlculo infinitesimal e
integral, principalmente por Newton,

o
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Leibniz, Huygens y Euler. Veamos dos
de sus propiedades: 1) la evoluta de
la tractriz (la envolvente de sus rec-
tas normales) es la catenaria, otra cur-
va clasica famosa (figura 13); y 2) la
superficie de revolucion generada por
la tractriz es la “pseudoesfera”, esto
es, una superficie de curvatura cons-
tante negativa cuyo nombre se debe
a que la esfera ordinaria tiene curva-
tura constante positiva (figura 14).

(13
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Monodromia, planimetros y una conjetura

Sila rueda delantera atraviesa una tra-
yectoria cerrada I', generalmente la
bicicleta no regresa a su orientacion
inicial, por lo que la trayectoria tra-
sera no se cierra. La relacion entre la
orientacion inicial y final de la bicicle-
ta se llama monodromia de I', y depen-
de de la longitud de la bicicleta (L).
Para cualquier I' y L, la monodromia
es una transformada de Mobius, de la
cual existen dos tipos genéricos: las
hiperbolicas y las elipticas. Las trans-
formadas hiperbélicas son las que tie-
nen dos puntos fijos; un punto fijo de
la monodromia significa una trayecto-
ria trasera cerrada como las que ocu-
rren cuando la L es pequefia compara-
da conT (lo que suele suceder en una
bicicleta verdadera). Las transforma-
das elipticas se parecen a rotaciones
(sin puntos fijos) y ocurren cuando la
bicicleta es suficientemente grande
(como veremos mas adelante).

Esta es la base teérica del planime-
tro de hacha —un simple instrumento
de medicion de area de figuras inven-
tado a finales del siglo x1x por Holger
Prytz, oficial danés de caballeria, y que
consiste en una barra metalica con una
punta en un extremo y una cuchilla pa-
ralela a la barra por el otro (figura 15);
como el perfil de la cuchilla es usual-
mente curvo se le llama “planimetro
de hacha”. Se utiliza guiando la punta a
lo largo del perimetro I de 1a figura cu-
ya area queremos medir, cuidando de

no imponer ningan esfuerzo de tor-



sion a la barra; como consecuencia,
la cuchilla se desliza a lo largo de una
curva vy, siempre tangente a la barra.
Dado que el planimetro satisface la
condicion de no derrapar, al igual que
en nuestro modelo de la bicicleta, 1a
punta y la cuchilla desempefia el pa-
pel de la rueda delantera y la trasera,
respectivamente.

19

Parece casi increible que algo tan sim-
ple (hasta primitivo) como el planime-
tro de hacha sirva para medir areas. Si
la figura es pequeiia comparada con la
longitud L de la barra, 1a cuchilla sigue
una curvay en forma de zigzag, similar
ala curva seguida por las ruedas de un
coche al estacionarse en un espacio
reducido (figura 16). Cuando la punta
regresa a su posicion inicial la barra
del planimetro regresa a una orienta-
cion ligeramente distinta, formando
un angulo 6 con su orientacién origi-
nal; el area de la figura esta dada apro-
ximadamente por la férmula A =0L2.
La falta de exactitud de este aparato lo
convierte matematicamente en algo
mas interesante que otros muy popu-
lares en aquella época, la mayoria ba-
sados en el teorema de Stokes del
calculo integral.

(16)

Como hemos mencionado arriba,
para una bicicleta pequefia en com-
paracion con la curva de la rueda de-
lanteraI’, la monodromia es hiperbo-
lica, lo cual significa que admite dos
puntos fijos, uno de ellos un atractor,
lo que resulta en una trayectoria tra-
sera cerrada “atractora”. Segun la con-
jetura de Menzin formulada en 1906
(la cual permaneci6 abierta mas de
cien anos, hasta que fue demostrada
finalmente en 2009), esto ocurre cuan-
do A > nL2 -
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